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STRESZCZENIE: Przedmiotem badań analitycznych i numerycznych MES jest cienkościenna rama prostokątna poddana ściskaniu siłami 

przyłożonymi w narożach. Uwzględniono dwa przypadki obciążenia: ściskanie ramy wzdłuż belek podłużnych lub ściskanie ramy wzdłuż 

belek poprzecznych. Cienkościenne belki podłużne i poprzeczne o przekrojach otwartych połączone są w sztywnych narożach ramy. Opisane 

są dwie postaci wyboczenia ramy: antysymetryczna – zwichrzenie oraz symetryczna w płaszczyźnie ramy. Opracowano modele analityczne 

i sformułowano równania przestępne, na podstawie których wyznaczono obciążenia krytyczne. Ponadto, opracowano model numeryczny 

MES (SolidWorks) ramy i wyznaczono również obciążenia krytyczne. Wartości te wyznaczone dwiema metodami porównano z sobą.  

SŁOWA KLUCZOWE: rama prostokątna, wyboczenie – zwichrzenie, obciążenia krytyczne  

 

1. Wprowadzenie  

Zagadnienia stateczności konstrukcji zapoczątkowane 

przez L. Eulera w 1744 roku były szczególnie intensywnie 

rozwijane w dwudziestym wieku. Wyniki tych badań 

zestawiono w licznych monografiach, np. Thompson i Hunt 

[1] przedstawili ogólną teorię stateczności sprężystej, 

natomiast Bažant i Cedolin [2] zagadnienia stateczności 

prętów, płyt i powłok. Weiss i Giżejowski [3], Trahair [4] 

oraz Magnucki [5] opisali szczegółowo stateczność belek 

cienkościennych o przekrojach otwartych. Van der Heijden 

[6] zestawił tematycznie prace W.T. Koitera dotyczące 

stateczności konstrukcji. Kim i inni [7] oraz Basaglia i inni 

[8, 9] przedstawili zagadnienia dotyczące wyboczenia 

ogólnego lub miejscowego ram cienkościennych.  

Przedmiotem badań jest rama prostokątna o długości L1 

i szerokości L2 poddana ściskaniu w płaszczyźnie xy siłami 

F0 (rys. 1). Cienkościenne belki podłużne B-1 i poprzeczne 

B-2 o przekrojach otwartych połączone są w sztywnych 

narożach. Rozpatrywane są dwie postaci wyboczenia ramy: 

a) antysymetryczna gięto-skrętna – zwichrzenie (rys. 1) 

oraz b) symetryczna giętna w płaszczyźnie xy (rys. 2).  

 

 

Rys. 1. Schemat zwichrzenia ramy  

 

Wyboczenie – zwichrzenie ramy jest postaci anty-

symetrycznej, występuje zatem jednoczesne zginanie 

i skręcanie belek podłużnych i poprzecznych.  

 

 

Rys. 2. Schemat symetrycznego wyboczenia ramy  

 

Wyboczenie giętne w płaszczyźnie ramy jest postaci 

symetrycznej i jest klasycznym problemem opisanym 

szczegółowo w licznych pracach np. [2] i [10]. 

 

2. Badania analityczne zwichrzenia ramy 

Opis analityczny zwichrzenia, z uwagi na jego postać 

antysymetryczną, sformułowano dla ćwiartki ramy (rys. 3).  

 

 

Rys. 3. Schemat obciążeń w ćwiartce ramy  

 

Momenty skręcające belki B-1 i B-2 są następujące  
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gdzie: T  – siła poprzeczna, cf  – przemieszczenie naroża.  

Momenty zginające belki B-1 i B-2 są następujące  
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Uwzględniając te momenty w odpowiednich równaniach 

różniczkowych wyznaczono linie ugięcia oraz kąty 

skręcenia. Następnie z warunków zgodności dla kątów 

obrotów przekrojów oraz przemieszczeń połączonych belek 

w narożu ramy otrzymano równanie przestępne  
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Opis analityczny symetrycznego wyboczenia 

w płaszczyźnie ramy (rys. 2) prowadzi do następującego 

równania przestępnego  
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Szczegółowe obliczenia wykonano dla przykładowych 

danych: belki wzdłużne B-1 są dwuteownikami I240p 

o długościach m2.31 L , natomiast belki poprzeczne B-2 są 

ceownikami C200E o długościach m7.12 L .  

Wartości obciążeń krytycznych dla zwichrzenia ramy 

wyznaczone na podstawie równania (3) są następujące: 
 

kN24.46,,0 
Latx

AnalytCRF  - ściskanie wzdłużne – oś x, 

 
kN53.24,,0 

Laty
AnalytCRF  - ściskanie poprzeczne – oś y.  

Natomiast wartości obciążeń krytycznych dla 

symetrycznego wyboczenia ramy wyznaczone na podstawie 

równania (4) są następujące:  
 

kN0.700,,0 
Sx

AnalytCRF  - ściskanie wzdłużne – oś x, 

 
kN8.1301,,0 

Sy
AnalytCRF  - ściskanie poprzeczne – oś y.  

Porównują obliczone wartości obciążeń krytycznych dla 

dwóch różnych postaci wyboczenia można stwierdzić, że 

utrata stateczności badanej ramy będzie zwichrzeniem.  

 

3. Badania numeryczne MES zwichrzenia ramy  

Opracowano model numeryczny MES ramy w systemie 

SolidWorks dla przyjętych przykładowych danych. 

Poszczególne belki modelowano elementami bryłowymi 

spełniając właściwe połączenie w narożach (rys. 4).  

 

 

Rys. 4. Schemat modelowanego MES naroża ramy  

 

 

Rys. 5. Model numeryczny MES ramy  

 

 

Rys. 6. Postać antysymetryczna wyboczenia – zwichrzenie 

 

Rys. 7. Postać symetryczna wyboczenia ramy  

 

Wartości obciążeń krytycznych dotyczące zwichrzenia 

ramy wyznaczone numerycznie MES są następujące:  
 

kN86.45,,0 
Latx

MESCRF  – ściskanie wzdłużne – oś x, 

 
kN54.23,,0 

Laty
MESCRF  – ściskanie poprzeczne – oś y.  

Natomiast wartości obciążeń krytycznych dotyczące 

symetrycznego wyboczenia ramy są następujące:  
 

kN5.733,,0 
Sx

MESCRF  – ściskanie wzdłużne – oś x, 

 
kN8.1242,,0 

Sy
MESCRF  – ściskanie poprzeczne – oś y.  

 

4. Podsumowanie 

Badania analityczne i numeryczne MES ściskanej ramy 

prostokątnej wykazały, że wartości obciążeń krytycznych 

dla antysymetrycznego wyboczenia – zwichrzenia są 

znacznie mniejsze niż dla symetrycznego. Zatem, utrata 

stateczności ramy nastąpi przez jej zwichrzenie. 

Porównując wartości obciążeń krytycznych wyznaczone 

dwiema metodami łatwo zauważyć, że największa różnica 

między nimi jest około 5% dla wyboczenia symetrycznego.  

 

Praca została wykonana w ramach działalności statutowej: 

Instytut Pojazdów Szynowych „TABOR” w Poznaniu.  
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