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STRESZCZENIE: W pracy analizowano stupy pryzmatyczne o przekrojach dwuteowych, rozniace si¢ dtugoscia, minimalnym momentem
bezwtadnosci oraz warunkami brzegowymi. Ciagla zmiang wiasnosci mechanicznych materiatu zdyskredytowano przyjmujac rozne liczby
segmentow stupa o zadanej dlugosci, zaktadajac liniowsg ich zmiang. Przyjecie 20 segmentow na dhugosci shupa mozna traktowaé jako ciagly
rozktad gradacji materiatu na jego dlugosci. Dalsze zwigkszanie ich liczby jest niecelowe. Problem wtasny rozwigzano metoda analityczna,
a uzyskane wyniki pordwnano z rozwiazaniami otrzymanymi metoda elementéw skonczonych. Otrzymano bardzo dobra zgodnos$¢ wynikow.
W rozwigzaniu analitycznym przyj¢to teori¢ belek Eulera-Bernoulliego dla uktadéw zachowawczych. Zaproponowano procedurg wyznaczania
minimalnych, globalnych obcigzen wtasnych w formie zmodyfikowanego wzoru Eulera.

SEOWA KLUCZOWE: materiat gradientowy, problem wilasny, konstrukcje belkowe, belka Eulera-Bernoulliego

1. Wprowadzenie

Zjawisko utraty stateczno$ci stupéw wykonanych
z materiatow  gradientowych jest bardzo interesujace
z inzynierskiego  punktu  widzenia.  Zainteresowanie
ta tematyka mozna zauwazy¢ w najnowszych publikacjach.
W pracy [1] przedstawiono poét-analityczne podejscie
(SBFEM) do analizy wyboczenia stupow typu sandwitch.
W [2] omowiono wyboczenie osiowo niejednorodnych
i funkcjonalnie stopniowanych belek. W pracy [3]
opracowano model elementéw skonczonych do analizy
wyboczenia osiowo funkcjonalnie stopniowanych (AFG).
gradientowych stupow w ramach teorii Eulera-Bernoulliego.
Wykorzystujac teori¢ belek Timoshenko w [4] analizowano
wyboczenie stupow o gradacji poprzecznej. W [5-6] badano
nieliniowg stateczno$¢ konstrukcji 2D o zmiennych
wiasciwo$ciach funkcjonalnie stopniowanych
W powierzchni $srodkowe;.

2. Postawienie problemu

Dhugi, pryzmatyczny shup o osiowej gradacji
wlasciwosci mechanicznych poddano S$ciskaniu. Zmiang
wlasno$ci mechanicznych w funkcji dlugosci opisano
liniowa zaleznoscia:

E(x) = En + (Ec = En) (5) (1)

gdzie: Em, Ec — moduty Young’a dla metalu oraz ceramiki,
L — dtugo$¢ stupa, X — wspoétrzedna dhugosci (rys. 1).
W przypadku materiatu gradientowego typu Al-TiC
poszczegolne stale wynoszg: Enm=69GPa, E=480GPa.
W obliczeniach shup zostal podzielony na N segmentow
0 identycznej dlugosci i o zadanych stalych wartosciach
statych materiatowych. Moment bezwladno$ci jest staly na

catej dlugosci shupa. Sztywnos$¢ zginania w kazdym
z segmentéw wynosi Ej(x) I,(min)=const. dla i=1,2,...,N.
Pierwszy segment (i=1, gdy x=0) wykonany jest aluminium,
a ostatni N segment (x=L) z weglika tytanu.
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Rys. 1. N-segmentowy $ciskany stup (FGM)

3. Metoda rozwiazania

Dla kazdego segmentu shlupa wynika rdwnanie

rownowagi i-tego segmentu (rys. 1):
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Tt k; = 0 (2
gdzie k7 = %.

W przypadku omawianego stupa do rozwigzania mamy
uktad N réwnan rozniczkowych (2). Przyjmujac warunki
brzegowe oraz warunki ciggtosci na krancach przedziatow
otrzymujemy problem warto§ci wlasnych o postaci
A(P)X=0, gdzie nietrywialnych rozwigzan P dla X#0
i kwadratowej macierzy wspotczynnikow A 0 4N
elementach, poszukujemy z warunku zerowania si¢
wyznacznika  wspotczynnikow. Wektor wlasny ma
nastepujacg  postaé: X = [A; B; C; Dy A, ... Cy Dy]T.
Warto$¢ zerowa wyznacznika wyznaczano metoda
przeszukiwania z wykorzystaniem metody siecznych.
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Powyzsze  rozwigzania  analityczne = poréwnano
z wynikami symulacji numerycznych wykonanymi MES
(pakietem Abaqus). Rozwigzano zadanie wlasne stosujac
algorytm SUBSPACE. Sciskane stupy modelowano
belkowym elementem skonczonym typu B33. W przypadku
wszystkich dtugosci stupa dobierano wielkos¢ elementow
skonczonych, tak aby we wszystkich omawianych
przypadkach na dtugos$ci byto 300 elementéw belkowych.

4. Poréwnanie wynikow

Szczegotowe obliczenia numeryczne wykonano dla
6 wariantow warunkow brzegowych oznaczonych: BC1 —
stup swobodnie podparty, BC2 — stlup obustronnie
utwierdzony, BC3 — utwierdzony koniec x=0 i koniec
swobodny x=L, BC4 — koniec swobodny x=0 oraz koniec
utwierdzony x=L, BC5 — koniec utwierdzony x=0 oraz
koniec przegubowo podparty x=L, BC6 - Kkoniec
przegubowo podparty x=0 oraz koniec utwierdzony x=L.

Przyjeto 3 minimalne warto$ci momentow bezwladnosci
przekroju poprzecznego: 1,1=32111 mm?*, 1,,=64192 mm?*
oraz 1,3=96446 mm* oraz dtlugoséci: 1000 mm; 2000 mm
i 3000mm. Ponadto zaktadano 3 rézne liczby segmentow N,
a mianowicie: 5, 10 oraz 20. Wartosci najnizszych obcigzen
wilasnych  odpowiadajacych wyboczeniu globalnemu
sciskanych shupéw wyznaczono obiema omawianymi
metodami (rys. 2). Maksymalna rdznica pomiedzy wynikami
nie przekracza 3%.
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Rys. 2. Obciazenia krytyczne dla N=20 oraz 1,;=32111 mm*

Najnizsze obcigzenie wlasne odpowiadajace wyboczeniu
globalnemu w funkcji dlugosci stupa zmienia sig¢
w przyblizeniu zgodnie ze wzorem Eulera dla izotropowego
stlupa dla ustalonych pozostaltych parametrow, czyli jako
hiperbola stopnia drugiego. Stosunek minimalnych
momentow bezwtadnosci wptywa w przyblizeniu liniowo na
obciazenie wlasne, co jest zgodne ze wzorem Eulera dla
izotropowego stupa. Zwigkszenie liczby segmentow z 5 do
10 powoduje zwigkszenie obcigzenia wlasnego o okoto
kilkanascie procent, zas z 10 do 20 juz tylko okoto kilka
procent. Dalsze zwigkszanie liczby segmentow jest zatem
niecelowe. Liczba segmentow N, stosunek momentow
bezwtadnosci oraz dlugo$¢ stupdw praktycznie nie wpltywa
na postacie wyboczenia. Posta¢ dla BC1 jest bliska
praktycznie symetrycznej wzgledem osi potowigcej dtugosé
shup, za$ dla BC2 dla lewego konca (tzn. dla x=0) postaé
wyboczenia jest bardziej stroma niz dla prawego konca (tzn.
dla x=L). Uwidacznia si¢ mniejsza sztywnos¢ dla lewego
konca. Posta¢ wyboczenia dla BC3 jest bardziej ptaska na
wigkszej dlugosci stupa niz dla BC4. Takze w tym
przypadku decyduje wigksza sztywnos¢ prawego konca. To
powoduje duze roznice w warto$ciach obcigzen krytycznych

pomigdzy BC3 i BC4 wynoszace ponad dwa razy na korzys$¢
BC4. Takze w tym przypadku decyduje wigksza sztywnos¢
prawego konca. Ostatnie poréwnanie dotyczy warunkoéw
BC5 i BC6. Postacie wyboczenia bardziej r6znig si¢ niz dla
BC3 i BC4, ale wartos$ci minimalnych, globalnych obciazen
wlasnych réznia si¢ tylko o okoto 12%.

W przypadku omawianych stupéw mozna réwniez
zastosowa¢ zmodyfikowany wzor Eulera:

Por = m?E",/(W'L)? @)

gdzie: E* =0.5(E,, + E.) — warto§¢ srednia modutu
Younga, I; — minimalny moment bezwtadno$ci przekroju
poprzecznego, L — dlugos¢ stupa, p* — zmodyfikowany
wspolczynnik zamocowania (tab. 1).

Tabela 1. Warto$¢ wspotczynnika p*[-]

Warunki brzegowe

N | BCl1 | BC2 | BC3 | BC4 | BC5 | BC6
51,143 | 0,576 | 3,090 | 1,855 | 0,793 | 0,841
10| 1,085 | 0,568 | 2,863 | 1,832 | 0,784 | 0,784
20| 1,072 | 0,561 | 2,771 | 1,830 | 0,775 | 0,768

5. Podsumowanie

Najnizsze  obciazenie  krytyczne  odpowiadajace
wyboczeniu globalnemu w funkcji dtugosci omawianego
shupa zmienia si¢ w przyblizeniu zgodnie ze wzorem Eulera.
Zwigkszenie liczby segmentow z 5 do 10 powoduje istotne
zwigkszenie obcigzen wiasnych, zas z 10 do 20 juz tylko
nieznaczne ich zwickszenie. Dalsze zwigkszenie liczby
segmentow jest niecelowe. Na globalng posta¢ wlasng nie
ma wplywu: liczba segmentow, stosunek momentow
bezwladnosci czy dtugos¢ stupoéw. Postacie globalne stupow
sa analogicznie jak w przypadku stupdéw izotropowych.
Jedyna réznica wynika z réznej sztywnosci koncoéw shupa.

Najnizsze obcigzenie globalne dla omawianych stupow
mozna opisa¢ zmodyfikowanym wzorem Eulera, w ktorym
modul Younga nalezy =zastapi¢ wartoScia Srednig
i dodatkowo  dobra¢  zmodyfikowany  wspotczynnik
zamocowania zalezny od warunkow podparcia stupéw oraz
liczby segmentow.
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