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STRESZCZENIE: W pracy oceniono rdznice wplywow sztywnosci i podatnos$ci na statecznos¢ skretng shupéw laminowanych wykonanych
z laminatdow o dowolnym ukladzie warstw wykazujacych rézne efekty sprzezenia stanu blonowego i zgieciowego. Przedstawiono
jednowymiarowy model stupow poddanych réwnomiernemu $ciskaniu. Wyznaczone wartosci wlasne poréwnano z wielkoscig obcigzen
krytycznych okre$lonych w analizie dwuwymiarowej bazujacej na teorii Koitera oraz trzywymiarowym modelem MES. Szczegbtowo
analizowano stupy o przekroju krzyzowym podparte swobodnie. Przyjeto zalozenia teorii belek Eulera-Bernoulliego modelu
jednowymiarowego uktadow zachowawczych. Analizowane stupy poddane byly obcigzeniom w zakresie stosowalnosci prawa Hooke’a.
Przedstawiona analiza kladzie szczegélny nacisk na rozrdznienie wplywu elementdéw macierzy podatnosci i sztywno$ci. W dostepnej
literaturze nie ma wynikéw opisujacych wptyw elementow podatnosci na globalng stateczno$¢ skretna stupow laminowanych. Praktycznie

wszyscy autorzy koncentruja si¢ na analizie wptywu elementdw macierzy sztywnosci.
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1. Wstep

W modelowaniu jednowymiarowym oprocz czystego
wyboczenia  skretnego  najczeSciej uwzglednia  sig
wyboczenie gi¢tne Sciskanych stupow oraz zwichrzenie [1].
W przypadku cienkosciennych struktur moze zachodzié
wzajemne oddziatywanie réznych postaci wyboczenia.
W pracy [2] opracowano jednowymiarowy model
symetrycznych cienkosciennych belek otwartych. Jest to
rozwinigcie teorii pretow pryzmatycznych Wiasowa. W [3]
omoéwiono rozwd] modeli kinematycznych majacych na
celu symulacje przenoszenia odksztalcenia skretnego na
ztaczach ram laczacych dwa lub wigcej nie osiowych
izotropowych ceownikow lub dwuteownikéw. W Kkolejnej
pracy [4] omoéwiono wyboczenie skretne i poczatkowe
wyboczenie osiowo $ciskanych cienko$ciennych stupéw ze
stopu aluminium o przekroju bisymetrycznym. Zatozono,
ze zachowanie materiatu kolumny jest opisane zaleznos$cia
Ramberga-Osgooda w nieliniowym zakresie sprezystym.
Przedstawiono  przyktady = numeryczne dotyczace
swobodnie podpartej I-kolumny i przeanalizowano wptyw
nieliniowosci sprezystej materiatu na obciazenia krytyczne
i poczatkowe zachowanie po wyboczeniu. Pokazano, ze
w przekrojach z brakiem symetrii bimoment moze znaczaco
wpltywa¢ na wyboczenie skretne. W [5] rozwazano
katowniki polaczone ze soba w celu utworzenia teowych
lub krzyzowych przekrojow poprzecznych. Przekroje te sa
wrazliwe na wyboczenie skretne 1 gigtno-skretne ze
wzgledu na ksztalt przekroju oraz fakt, ze sita osiowa moze
nie by¢ przylozona w $rodku $cinania. Przeprowadzono
analiz¢ zachowania si¢ $ciskanych katownikow, teownikow
i przekrojow krzyzowych w podwyzszonej temperaturze.

Lokalnie smukte elementy przekrojow poprzecznych, takie
jak ksztaltowniki otwarte ze stali formowanej na zimno,
ktére podatne s3 na interakcyjne wyboczenie gigtno-skretne
przy uwglednieniu bimomentow i stezen analizowano
w [6]. Wszystkie te prace dotycza konstrukcji wykonanych
z materiatdw izotropowych.

Wyboczenie  jedno- i wielokomorkowych — rur
kompozytowych CFRP przy réwnomiernym skreceniu
zbadano w pracy [7], stosujac zaréwno metode analizy
pasm skonczonych, jak 1 elementdow skonczonych.
Otrzymano wyraznie rézne wartosci krytyczne obcigzenia
skrecajacego w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek
zegara 1 przeciwnym cienko$ciennych wielokomoérkowych
rur kompozytowych CFRP. W [8] zaproponowano nowe
podejscie do charakteryzowania imperfekcji i odchylen
wymiarowych pultruded glass fibre reinforced polymer
(pGFRP) profiles w oparciu o podejscie modalne.
Procedura pozwala na uwzglednienie zginania w dwoch
glownych plaszczyznach i skrecania.

2. Postawienie problemu

W pracy rozpatrzono laminowany ship pryzmatyczny
o krzyzowym przekroju poprzecznym (rys. 1) poddany
rownomiernemu $ciskaniu. Do wyznaczenia globalnych
obcigzen krytycznych stupéw kompozytowych dla modelu
jednowymiarowego zastosowano klasyczng teorie ptyt
laminowanych (CLPT). Przyjeto zalozenia teorii belek
Eulera-Bernoulliego uktadéw zachowawczych. Kolumny
byly smukle, swobodnie podparte i poddane $ciskaniu
w zakresie stosowalnosci prawa Hooke’a. Z klasycznej
teorii ptyt laminowanych CLPT wynikaja bezposrednio
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zaleznosci 1 wyrazenia konstytutywne dla macierzy
sztywnosci 1 podatnosci. Pominigto lokalne wyboczenie
shupa.

Rys. 1. Zarys i skretna posta¢ wiasna stupa krzyzowego

3. Metoda rozwigzania

Najnizsze obcigzenia wlasne i odpowiadajace im mody
wilasne (rys. 1) zostaly wyznaczone poprzez rozwiazanie
problemu wartosci wlasnych czteroma metodami. Metody
1-2 to modele jednowymiarowe uogdlniajg dobrze znane
podejscie  do  swobodnego  skrecania  przekrojow
prostokatnych w wytrzymatosci materiatow [1]. Metoda 1
bazuje na zaleznoSci wynikajacej z wytrzymatosci
materiatow, ze dla swobodnego skrecania moment
skrecajacy jest wprost proporcjonalny do kata skrgcenia.

Metoda 2 zaktada, ze kat skrecenia dla swobodnego
skrecania belki zalezy od jej podatnosci. Trzecia metoda
wykorzystuje model plytowy dwuwymiarowy w ujeciu
Koitera [9]. Metody 1-3 odpowiadaja czystemu
swobodnemu wyboczeniu skretnemu belki.

Czwarta metoda wykorzystuje Metode Elementow
Skofczonych [10] z podejsciem powloki 3D, ktora
weryfikuje dokladno$¢ poprzednich metod obliczen.
W metodzie 4 modelowany MES jest caty stup, co pozwala
uwzgledni¢ deplanacje przekroju poprzecznego.

4. Zestawienie wynikow

Wszystkie shupy sa wykonane z 18 warstw laminatu
(tabela 1). Wszystkie plyty tworzace stup krzyzowy maja
identyczne wymiary: dtugos¢ 1000mm, szeroko$¢ 50mm i
grubo$¢ Smm. Kazda warstwa laminatu miata taka sama
grubo$¢. Zatozono, ze stale materiatowe kazdej warstwy sg
identyczne i wynosza: wzdluzny modut Younga réwny
170GPa, poprzeczny modut Younga rowny 7.6GPa, modut
Kirchhoffa réwny 3.52GPa oraz wspodtczynnik Poissona
rowny 0.36 [11]. Grubo$¢ kazdej warstwy laminatu to
0.27775 mm.

Tabela 1. Laminaty 18-warstwowe [11]

Lp Kombinacja Uklad warstw laminatu

1/7/13/19/25 [a/-az/alolo/-a/az/-a]T
2/8/14/20/26  [al0l-a/al-as/(0,-a)s/azl-a]r
3/9/15/21/27  [a/0l-azlas/(0,8)2/0/-az/az}r

4/10/16/22/28  [-al0s/al-a/0/(a,-a)s/-alaslr
5/11/17/23/29 [a/Ozl-82/&3/-82/03/-32/0/32]T
6/12/18/24/30 [-a/as/(0,-a)./0/a/-a/0/al-ala;/0/-a]r

SOOI WNE

Dla przypadkow 1-6 z tabeli 1 przeprowadzono
obliczenia dla pigciu ré6znych kombinacji orientacji warstw,
oznaczonych jako a=15°, 30°, 45°, 60°, 75°. Kat orientacji
warstwy mierzono od osi wzdtluznej kolumn, przy czym
obrét w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara
uznano za dodatni w przyjetym uktadzie wspolrzednych.

Minimalne wartosci whasnych sg dla przypadkow 4 1 5
(tabela 1), za$ dla pozostatych przypadkéw (tzn. dla
przypadkow 1, 2, 3, 6 wartosci sg praktycznie takie same
dla danego kat a. Najnizsze wartosci bifurkacyjne
otrzymano dla 15° i 75°, za$ najwicksze dla 45° i wzrastaja
okoto 3 razy w poréwnaniu z minimalnymi.

Porownujac  wyniki dla ustalonych przypadkow
najnizsze wartosci krytyczne otrzymano dla metody 4
(MES), za$ dla metod 2 i 3 wartosci sg bliskie. Dla metody
1 wyniki sg tez zblizone dla przypadkow 1,2 i 6 (tabela 1)
do wynikow dla metod 2 i 3. Dla metody 1 i przypadkow 3,
41 5 (tabela 1) wartosci sit krytycznych sg najwicksze.

We wszystkich przypadkach analizowano najnizsza
postaé skretng przedstawiong na rys. 1.

5. Podsumowanie

Najwieksze odchytki wzgledne najnizszych obcigzen
wlasnych  odpowiadajacych ~ wyboczeniu  skretnemu
w przypadku metod 1-3 w poréwnaniu z metodg 4 (MES)
byty dla metody 1 i nie przekraczaty 22%. Dla metody 2
odchytki nie przekraczaty 12%. Biorac pod uwage tatwosc¢
uzyskiwania rozwigzan, metoda 2 (model 1D), zdaniem
autorow, jest zalecana, poniewaz daje wyniki z zalecana
doktadnoscia okoto 10% i jest znacznie mniej pracochtonna
niz metoda 4 (model 3D MES). Metoda 3 (2D) daje wyniki
zblizone do metody 2.
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