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STRESZCZENIE: W pracy zajeto si¢ statecznoscig cienkosciennych stupdéw laminowanych poddanych S$ciskaniu o przekrojach
prostokatnych. Omoéwiono stupy laminowane o dowolnych uktadach warstw laminatu zwracajac uwage na wpltyw wszystkich typow
sprzezen podmacierzy sztywnos$ci na warto§¢ minimalnego obcigzenia wlasnego. Zastosowano cztery metody wyznaczania najnizszych
warto$ci wlasnych. Dwie pierwsze to analityczne metody belkowe 1D, gdzie zastosowano teori¢ Eulera-Bernoulliego. Metoda trzecia to
analityczno-numeryczna metoda ANM perturbacyjna bazujaca na teorii Koitera, za§ czwarta metoda to MES (podej$cie powtokowe), ktora
stanowita weryfikacje wczesniejszych obliczen. Podstawa rozwazan teoretycznych jest klasyczna teoria ptyt laminowanych CLPT.
W szczegdtowych obliczeniach przyjeto, ze stupy sa swobodnie podparte, a materiat kazdej warstwy laminatu spetnia prawo Hooke’a.
Poréwnujac otrzymane wyniki stwierdzono, ze zaproponowany jednowymiarowy, analityczny model belkowy jest rownie dokladny jak
dwuwymiarowy plytowy model analityczno-numeryczny, czy trzywymiarowy powltokowy model numeryczny MES.
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1. Wprowadzenie

Upowszechnienie nowoczesnych struktur nosnych
wykonanych z materialtow warstwowych powoduje
konieczno$¢ prowadzenia prac nad metodami ich
projektowania, ktore pozwolg matym naktadem dostosowac
ich wlasnosci do indywidualnych potrzeb. Godnymi
zainteresowania sg przypadki elementéw cienkosciennych
wykonanych z laminatow wielowarstwowych o dowolnych
uktadach warstw [1] podlegajace $ciskaniu. Przyjmujac
nowoczesne technologie wytwarzania elementow nosnych
[2], gdy do ich wytworzenia zastosowano warstwy laminatu
o malej gestosci z tatwoscia mozna ksztattowaé ich
wlasnosci mechaniczne np. tj. sztywno$¢ czy wytrzymatosc
na zadane obcigzenie. W pracach [3] szeroko omdwiono
wiasnosci laminatow stabilnych termicznie wykazujacych
rézne efekty sprzezen stanu blonowego 1 zgigciowego.
Tylko ta grupa laminatéow o dowolnych uktadach warstw
nie ulega paczeniu w procesie produkcji, gdy konieczne jest
podgrzewanie struktury. W pracy [4] przeanalizowano
zachowanie w stanie krytycznym i zakrytycznym
sciskanych elementow plytowych wykonanych
z laminatéow wykazujagcych rozne kombinacje sprzezen.
Wrazliwos$¢ stanu krytycznego i zakrytycznego na ugigcia
wstepne odpowiadajace najnizszej postaci wlasnej i zadanej
amplitudzie oméwiono w pracy [5].

Sciskane struktury cienkoscienne najczesciej ulegaja
zniszczeniu na skutek utraty statecznosci. Moga to byt
roznego typy zjawiska tj. globalne wyboczenie,
interakcyjne wyboczenie czy wyboczenie dystorsyjne.
W projektowaniu nalezy réwniez uwzgledni¢ wyboczenie
lokalne, ktére nie prowadzi do zniszczenia, ale moze

istotnie obnizy¢ nosnos¢ struktury cienkosciennej na skutek
interakcji z inng postacia. W przypadku struktur smuktych
nalezy oczekiwac, ze za zniszczenie odpowiada postac
globalna [6].

Ze wzgledu na aspekty praktyczne, a w szczegdlnosci
na indywidualizacj¢ cech mechanicznych omawianych
struktur cienko$ciennych zasadne wydaje si¢ pytanie:
czy do opisu ich zachowan konieczne jest zastosowanie
ogblnych teorii powlokowych czy plytowych [7]?
W zastosowaniach praktycznych mozna zastosowac¢ metodg
elementéow skonczonych [8]. A moze dla wybranych
przypadkow mozna opracowaé¢ prosty model belkowy
zgodnie z teorig Eulera-Bernoulliego, ktory z dostateczna
doktadnoscia pozwoli oszacowaé najnizsze obcigzenie
wlasne?

2. Postawienie problemu

Do rozwazan przyjeto wielowarstwowe  shupy
pryzmatyczne (rys. 1) o dlugosci L i przekroju
prostokatnym o wymiarach: szeroko$¢ b, grubos¢ t. Kazda
warstwa moze by¢ wykonana z rdéznych materialow
spetniajacych prawo Hooke’a. Przyjeto réwniez model
Euler-Bernoulli belki.
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Rys. 1. Stup z zaznaczonymi wymiarami i przyjetym
uktadem wspotrzednych
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Stupy sa3  swobodnie podparte i  podlegaja
rownomiernemu  $ciskaniu w  zakresie  sprezystym.
Przyjmujac klasyczng teori¢ laminowanych plyt (CLPT)
wprost wynika zwigzek konstytutywny i wyrazenia na
macierze sztywnosci oraz podatnosci [9]. Pominigto lokalne
wyboczenie stupa.

3. Metoda rozwigzania

W Klasycznej teorii belek Eulera-Bernoulliego punktem
redukcji obcigzenia jest $rodek cigzkosci, a dla belek
kompozytowych jest $rodek sztywnosci (rys. 2).

W metodzie 1 wartosci najnizszej wartosci wlasnej
okreslono uwzgledniajac przesunigcie Srodka sztywnosci
wzglgedem powierzchni srodkowej stupa.
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Rys. 2. Zarys stupa z okreslonym potozeniem $rodka
sztywnosci oraz powierzchni srodkowej

W metodzie 2 wykorzystujac macierzy podatnoéci sity
wewnetrzne redukowane sa do $rodka stupa. Rozwiazujac
zadnie wlasne okreslono najnizsza wartos¢ wiasna.

W  metodzie 3 zastosowano model plytowy
wykorzystujac pierwszy rzad nieliniowych przyblizen teorii
Koitera dla CLPT. Problem rozwigzano za pomoca
zmodyfikowanej metody analityczno-numerycznej (ANM)
wykorzystujacej pelny tensor odksztalcenia 1 macierz
przejécia z zastosowaniem ortogonalizacji Godunowa [10].

Metoda 4 to weryfikacja powyzszych modeli, w ktorej
zadanie  wlasne  rozwigzano metoda  elementow
skonczonych. Sciskane stupy modelowano powtokowymi
elementami skonczonym typu S8R. Uklad warstw
w modelu FEM przygotowano w module Composite Leyup
Manager [11].

4. Poréwnanie wynikow

Szczegotowe symulacje prowadzono dla laminowanych
stupow o wymiarach: dlugos¢ 1000mm, szeroko$¢ 50mm
i grubo$¢ Smm. Grubo$¢ kazdej warstwy laminatu byta
jednakowa.

Przyjeto, ze stale materialowe kazdej z warstw sg
identyczne i wynosza: wzdluzny modut Younga: 170GPa,
poprzeczny modut Younga: 7.6GPa, modut Kirchhoffa
3.52GPa oraz wspoélczynnik Poissona: 0.36. Rozpatrzono
kompozyty wielowarstwowe: 18 warstwowych o grubosci
0.27775mm kazda [12].

Tabela 1. Laminaty 18-warstwowe [12]

Lp Kombinacja Uklad warstw laminatu

1 1/7/13/19/25 [a/-azlalolo/-a/azl-a]T

2 2/8/14/20/26  [a/0/-alal-asl(0,-a)s/ax/-a)r

3 3/9/15/21/27  [a/0/-az/as!(0,8)2/0/-az/az}r

4 4/10/16/22128 [-a/0s/al-a/0/(a,-a)s/-alaclr

5 5/11/17/23/29 [a/02/-82/&3/-62/03/-32/0/32]T

6 6/12/18/24/30 [-a/as/(0,-a),/0/a/-a/0/al-a/a,/0/-a]r

W przypadku omawianych stupoéw ulozenie warstw
laminatu podano w tabeli 1. Najwigksze wartosci
minimalnych warto$ci wlasnych sg dla kata a wynoszacego
15° i szybko spadaja wraz ze wzrostem tego kata.
Najmniejsze wartosci minimalnych warto$ci wlasnych
otrzymano gdy kat a>45° Glownym celem pracy jest
poréwnanie rozwigzan otrzymanych metodami 1-3
i oszacowanie odchylenia wynikow od wartosci
referencyjnych otrzymanych metoda 4 (MES). Porownujac
roéznice wzgledne warto$ci minimalnych wartosci wlasnych
pomigdzy wszystkimi metodami wyznaczone z zaleznosci
mozna stwierdzi¢, ze w przypadku metody 1 najmniejsza
roéznica wynosi okoto 1.5%, za$ maksymalna ponad 130%.
Roznica dla metod 2 i 3 jest we wszystkich przypadkach
mniejsza od 2%.

5. Podsumowanie

Wyznaczono minimalne warto$ci wlasne czteroma
metodami, z czego metody 1-2 dotyczyly modelu
jednowymiarowego, metoda 3 modelu dwuwymiarowego,
za§ metoda 4 FEM stanowita weryfikacje dla
wezesniejszych metod. Metoda 1 bazuje na wzdiuznej
sztywnosci gigtnej stupa i redukcji obcigzenia do srodka
sztywnosci  przekroju  poprzecznego.  Metoda @ 2
wykorzystuje macierz odwrotng  sztywnosci, czyli
podatnos¢ gietna wzdtuzng. Podstawg metody 3 ANM jest
teoria Koitera dla ptyt cienkosciennych.

Uzyskano bardzo dobra zgodnos¢ dla wszystkich
analizowanych przypadkow stupow dla metod 2-4, za$ dla
metody 1 najwickszy btad jest nieakceptowalny, bo wynosit
ponad 130%. Ze wzglgdu na tatwo$¢ uzyskania rozwiazan
polecana jest metoda 2 (model jednowymiarowy), ktora jest
réwnie dokfadna jak o wiele bardziej pracochtonne metody
3-4 (modele wielowymiarowe).
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